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Упражнение. Группа 
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Определение. Непустое подмножество k в кольце R называется подкольцом, если 
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. Непустое подмножество k в поле R, содержащее ненулевой элемент, подполем, если 
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Очевидно, что в любом подкольце есть 1 всего кольца.


Примеры:

1) Кольцо: 
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2) Кольцо: 
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3) Поле: 
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Упражнение. Пусть R – ассоциативное кольцо с 1. Тогда 
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 тоже будет ассоциативным кольцом с 1.


Определение. Пусть 
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 - два кольца (поля). Функция 
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. Два кольца (поля) называются изоморфными (
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Упражнение.


1) Если R – ассоциативное кольцо с 1, тогда 
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2) 
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Определение. Областью называется коммутативное ассоциативное кольцо без делителей нуля.


Примеры: 
[image: image26.wmf]Z

, любое поле.


Поле частных для области:

Утверждение. Пусть a – ненулевой элемент области k и 
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Доказательство.
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Рассмотрим множество 
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2) Упражнение. Доказать, что 
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3) 
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Пусть F – множество классов равных дробей. Введем операции: 
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ТЕОРЕМА. Операции 
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 на множестве F определены корректно.

Доказательство:


Пусть 
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[image: image48.wmf]d
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Корректность умножения доказывается аналогично.

ТЕОРЕМА. Множество F является полем.

Доказательство:
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[image: image50.wmf]0
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Упражнение. Доказать, что все свойства (коммутативность, ассоциативность, дистрибутивность) выполнены.
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Упражнение. Если 
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Построим отображение 
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Утверждение. 
[image: image57.wmf]j

 определено корректно.

Доказательство. 
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ТЕОРЕМА. Отображение 
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Доказательство. 

Пусть 
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[image: image71.wmf])
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 доказывается аналогично.


Таким образом мы вложили исходную область k в поле F. В случае 
[image: image72.wmf]Z
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, получаем 
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, т.е. проведенные выше доказательства являются корректным определением рациональных чисел.

Многочлены от одной переменной


Пусть R – ассоциативное кольцо с 1. Рассмотрим множество 
[image: image74.wmf][
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ТЕОРЕМА. 
[image: image84.wmf][
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 является ассоциативным кольцом с 1.

Доказательство.


Упражнение. Проверить все аксиомы.
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Исходное кольцо R является подкольцом в 
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Рассмотрим элемент 
[image: image89.wmf](

)

K

,

0

,

0

,

1

,

0

=

x

.


Упражнение. Доказать, что 
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Тогда произвольный элемент кольца 
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Упражнение. Доказать, что, если R – ассоциативное кольцо с 1, то 
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Упражнение. Доказать, что, если 
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ТЕОРЕМА. Пусть R – кольцо без делителей нуля. Если 
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Доказательство.
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Пусть 
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ТЕОРЕМА (деление с остатком). Если 
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Доказательство.


1) существование.

Если 
[image: image115.wmf]0

=

f

 или 
[image: image116.wmf]g

f

deg

deg

<

, то 
[image: image117.wmf]f

r

q

=

=

0

.

Если 
[image: image118.wmf]g

f

n

deg

deg

³

=

. Докажем по индукции. База индукции – случай 
[image: image119.wmf]g

f

deg

deg

<

 – проверена. Пусть утверждение верно для 
[image: image120.wmf]n

f

<

deg

. Докажем для 
[image: image121.wmf]n

f

³

deg

, при этом можно считать, что 
[image: image122.wmf]g

n

deg

³

. Пусть 
[image: image123.wmf]0

,

1

0

¹

+

+

+

=

n

n

n

a

x

a

x

a

a

f

K

 и 
[image: image124.wmf]0

,

1

0

¹

+

+

+

=

m

m

m

b

x

b

x

b

b

g

K

. Тогда многочлен 
[image: image125.wmf]g

x

b

a

f

m

n

m

n

-

-

 будет иметь степень 
[image: image126.wmf]r

g

q

x

b

a

f

r

g

q

g

x

b

a

f

n

m

n

m

n

m

n

m

n

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

Þ

+

=

-

Þ

<

-

-

1

1

deg

.


2) единственность.

Пусть 
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Определение. 
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Определение. Пусть 
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Утверждение. НОД определен с точностью до множителя из k.
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