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Рассмотрим пространство матриц 
[image: image1.wmf])

(

n

m

Mat

´
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, и покажем, что они образуют базис. Нам известно, что произвольная матрица представима в виде 
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, т.е. любая матрица является линейной комбинацией 
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. Предположим, что какая-то линейная комбинация 
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 с коэффициентами 
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дает нулевую матрицу, но тогда получаем, что 
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. Следовательно 
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 линейно независимы и образуют базис. Т.к. всего матричных единиц mn штук, то 
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Определение. Подмножество L векторного пространства V называется подпространством, если:

1) 
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Видно, что нулевой вектор пространства V принадлежит любому подпространству, т.к. 
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Упражнение. Пусть даны 
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Упражнение. Доказать, что подпространство является векторным пространством относительно тех же операций, что заданы во всем пространстве.

ТЕОРЕМА. Пусть V - векторное пространство конечной размерности, L - его подпространство, тогда 
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Доказательство:

1) Пусть независимая система векторов 
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Пусть в пространстве V задан базис 
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Покажем, как в системе векторов 
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 можно выбрать базис. Приведем матрицу A к ступенчатому виду: 
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ТЕОРЕМА. Система векторов 
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Доказательство:


Рассмотрим систему уравнений 
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. Убедиться, что это является решением, можно просто подставив его в систему: 
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Т.к. система уравнений 
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Пусть какая-нибудь линейная комбинация векторов 
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 является решением системы уравнений 
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Ранг матрицы


Пусть дана матрица 
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Определение. Рангом матрицы 
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Упражнение. Доказать, что 
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ТЕОРЕМА. Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях строк и столбцов.

Доказательство:

1) При элементарных преобразованиях строк, мы просто одну или несколько строк заменяем на линейную комбинацию всех строк. Но т.к. при такой операции линейная оболочка векторов (строк матрицы) не меняется, то не меняется и ранг матрицы (см. предыдущее упражнение).

2) Транспонируем матрицу A. И затем матрицу 
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 элементарными преобразованиями  строк приведем к матрице B. Тогда системы уравнений 
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 линейно независимы. Следовательно 
[image: image69.wmf]0

0

1

1

=

Û

=

+

+

i

r

r

x

x

B

x

B

K

, т.е. 
[image: image70.wmf]r

B

B

,

,

1

K

 тоже линейно независимы. Следовательно количество линейно независимых столбцов матрицы 
[image: image71.wmf]A

t

 равно количеству линейно независимых столбцов матрицы B. И они равны количеству линейно независимых строк (рангу) матриц A и 
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 соответственно. Следовательно ранг матрицы 
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ТЕОРЕМА. Ранг матрицы равен максимальному числу независимых столбцов и равен числу ненулевых строк в ступенчатом виде матрицы.

Доказательство:


Т.к. транспонирование - это композиция элементарных преобразований (строк и столбцов) матрицы, то при транспозиции ранг матрицы не меняется. Следовательно максимальное число независимых строк матрицы равно рангу этой матрицы, равно рангу транспонированной матрицы, равно максимальному количеству независимых строк транспонированной матрицы, равно максимальному количеству независимых столбцов исходной матрицы.


Если привести при помощи элементарных преобразований матрицу к ступенчатому виду, то ее ранг не измениться. Но ранг ступенчатой матрицы, очевидно, равен количеству ненулевых строк, потому что нулевая строка всегда линейно зависимы с любым количество строк.

Пусть дана матрица 
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ТЕОРЕМА. (теорема об окаймляющем миноре) Пусть в матрице A выбран ненулевой минор 
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 размера r, причем все миноры, получающиеся присоединением еще одной строки и столбца равны нулю, тогда ранг матрицы равен r.

Доказательство:


Рассмотрим матрицу A: 
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Если матрицу транспонировать, ее минор не изменится, следовательно, не измениться и ранг матрицы.

ТЕОРЕМА. Пусть дана система уравнений 
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Доказательство:


Пусть 
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1

1

0

0

)

(

X

AX

X

A

l

Þ

=

l

=

l

=

l

 - тоже решение этой системы.


Множество решений не пусто, т.к. существует нулевое решение, следовательно решения этой системы образуют подпространство.


Приведем матрицу к ступенчатому виду 
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Рассмотрим систему векторов 
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. Здесь все свободные неизвестные равны нулю, а, следовательно, и главные неизвестные равны нулю, т.е. 
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, т.е. произвольное решение системы является линейной комбинацией векторов 
[image: image105.wmf]i

e

. Сами же эти векторы линейно независимы. Действительно, если 
[image: image106.wmf]0

1

1

=

m

+

+

m

+

+

n

n

r

r

e

e

K

, получим, что 
[image: image107.wmf]n

r

i

n

r

e

e

,

,

0

0

*

*

1

1

K

M

M

+

+

Þ

=

m

Þ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

m

m

 образуют базис в векторном пространстве решений. Размерность пространства равна 
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Пусть в некотором векторном пространстве V задан базис 
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, тогда произвольный элемент этого пространства можно записать в виде 
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ТЕОРЕМА. Для любого подпространства пространства столбцов высоты n существует система уравнений, такая, что ее множество решений совпадает с этим подпространством, т.е. 
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 - базис в подпространстве L, дополним его до базиса 
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 в пространству V. Произвольные элемент пространства V можно записать в виде 
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, т.е. когда x является линейной комбинацией первых k векторов (базиса в L). Пусть C - матрица перехода между базисом 
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