4 сентября 2000 года

Системы линейных уравнений
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Набор чисел 
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 называется решением этой системы, если, при подстановке этих чисел вместо неизвестных в уравнения системы, мы получим верные числовые равенства.
СИСТЕМЫ

совместные
несовместные (система не имеет решений)

определенные

(система имеет ровно одно решение)
неопределенные

(система имеет более одного решения)




Две системы называются эквивалентными, если множества их решений совпадают.


Выделяют следующие виды элементарных преобразований:

1) прибавление к i-у уравнению j-го, умноженного на число;

2) умножение уравнения на число, отличное от нуля;

3) перестановка уравнений местами.

ТЕОРЕМА. При элементарных преобразованиях получается эквивалентная система.

Доказательство:

Докажем, что при первом элементарном преобразовании получается эквивалентная система. Пусть после преобразования мы получили систему:
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Пусть 
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 является решением системы 
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 является решением системы 
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И обратно, пусть 
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 является решением 
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, где к i-у уравнению прибавлено j-е, умноженное на 
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Утверждение теоремы относительно второго элементарного преобразования доказывается аналогично.


Третье преобразование можно представить в виде комбинаций первых двух:
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Матрица 
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 называется матрицей системы 
[image: image18.wmf](
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Матрица 
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 называется расширенной матрицей системы 
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К матрицам системы применимы те же элементарные преобразования:

1) прибавление к одной строчки другой, умноженной на число;

2) умножение строчки на число, отличное от нуля.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрица называется ступенчатой, если:

1) ниже нулевой строки находятся только нулевые строки;

2) первый ненулевой коэффициент каждой строки равен 1;

3) если первый ненулевой коэффициент i-й строки стоит на месте 
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, то все остальные элементы 
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 - пример ступенчатой матрицы.

ТЕОРЕМА. Любую матрицу элементарными преобразованиями можно привести к ступенчатой.

Доказательство:

1) если все элементы равны нулю, то матрица уже ступенчатая;

2) пусть есть ненулевой элемент:
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Если 
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, то прибавим к первой строке i-ю и получим первую ступеньку.

Если 
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, то умножим первую строку на 
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, получим на первом месте единицу.
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Вычтем из второй строки первую, умноженную на 
[image: image31.wmf]k
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, …, из i-й строки первую, умноженную на 
[image: image32.wmf]ik
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. Получим что все остальные элементы в k-м столбце равны 0.
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"Отбросим" первую строку и первые k столбцов. И повторим эти операции снова. В пункте два нужно вычитать не только из последующих строк, но из вообще всех строк (и предыдущих, в том числе и первой).

Метод Гаусса:

Чтобы решить систему уравнений 
[image: image34.wmf](
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, надо записать расширенную матрицу системы 
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 и привести ее к ступенчатому виду:

1) если получится такая ситуация: 
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, то исходная система несовместна.

2) если таких строк нет, то мы имеем матрицу примерно следующего вида:
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, что эквивалентно системе 
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Из системы видно, что если 
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(если 
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 легко убедиться, что мы получим пункт 1, т.е. несовместную систему)


Число r называется рангом матрицы и обозначается 
[image: image42.wmf]rkA
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Система называется однородной, если все свободные члены равны нулю. Тогда, очевидно, что 
[image: image43.wmf](

)

0

;...;

0

 является ее решением.

ТЕОРЕМА. Если в однородной системе 
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, то система имеет ненулевое решение.

Доказательство:

Запишем расширенную матрицу системы, приведем к ступенчатому виду, получим следующую систему:
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существуют свободные неизвестные
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есть ненулевые решения системы (т.к. свободные неизвестные могут принимать в том числе и ненулевые значения).

Матрицы и операции над ними
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"Матрица A состоит из элементов 
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суммой двух матриц называется матрица 
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произведением матрицы на число называется матрица 
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Две матрицы называются равными, если они имеют одинаковый размер, и все их элементы соответственно равны.

ТЕОРЕМА. Пусть 
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Доказательство:


Докажем, например, пятое свойство.


В матрице 
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. Следовательно, у этих двух матриц одинаковый размер и совпадают все элементы, значит эти матрицы равны.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть 
[image: image68.wmf](

)

m

n

Mat

A

´

Î

, 
[image: image69.wmf](

)

k

m

Mat

B

´

Î

, 
[image: image70.wmf](

)

ij

a

A

=

, 
[image: image71.wmf](

)

ij

b

B

=

.

Произведением двух матриц называется матрица 
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Т.е. надо перемножить каждый элемент i-й строки первой матрицы на соответствующий ему элемент j-го столбца второй матрицы и сложить полученные произведения.

ТЕОРЕМА. Умножение матриц ассоциативно.

Доказательство:

Пусть 
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, надо доказать 
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1) матрицы имеют одинаковый размер 
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пусть 
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Общий вид слагаемых один и тот же, а именно 
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Умножение матриц некоммутативно. Пример:
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ТЕОРЕМА. Пусть 
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, тогда выполнено следующее:
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Доказательство:

Докажем, например, второе свойство.
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