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ТЕОРЕМА. Пусть A - квадратная матрица размера n и она приведена элементарными преобразованиями строк в ступенчатую матрицу S, тогда 
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, то в матрице S последняя строка нулевая, если 
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, то S - это единичная матрица размера n.

Доказательство:

1) то, что 
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 следует из того, что при элементарных преобразованиях определитель либо не меняется (прибавление к одной строки другую помноженную на число), либо умножается на какое-то число (умножение строки на это число), т.е. мы получаем коэффициент 
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Следствие: Пусть 
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Доказательство:


Смотри утверждение предыдущей теоремы.

ТЕОРЕМА. Пусть 
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Доказательство:


Приведем матрицу A к ступенчатой матрице S, тогда 
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1) если 
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2) если 
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ТЕОРЕМА. Пусть квадратная матрица размера n имеет вид, такой что в каком-нибудь углу можно выделить нулевую матрицу. Разобьем ее на четыре матрицы 
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Доказательство:


Приведем матрицы A и B с ступенчатому виду: 
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. Проведя с исходной матрицей те же преобразования, которые провели над матрицами A и B (с k верхними строками преобразования A, а с n-k нижними строками преобразования B). Тогда исходная матрица примет треугольный вид:
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 и ее определитель будет равен 
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Определителем Вандермонда называется определитель матрицы 
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ТЕОРЕМА. 
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Доказательство:


Докажем по индукции. Для матриц размера 2 это верно, т.к. 
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Пусть это верно для матриц размера n-1, докажем для n:


Из каждой строки вычтем предыдущую, умноженную на 
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 (при этом элементарном преобразовании определитель не изменится):
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. Мы получили матрицу с куском нулей в углу, следовательно ее определитель равен 
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. Из i-го столбца можно вынести множитель 
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, а это определитель Вандермонда размера n-1, который равен 
[image: image50.wmf](

)

Õ

³

>

³

-

2

j

i

n

j

i

x

x

. Следовательно исходный определитель равен 
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Следствие: Определитель Вандермонда равен нулю тогда и только тогда, когда 
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Пусть есть квадратная матрица 
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 размера n. Вычеркнем из нее i-ю строку и j-й столбец, получим новую квадратную матрицу 
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 размером n-1. Минором 
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 матрицы A называется определитель матрицы 
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ТЕОРЕМА. Пусть дана произвольная матрица A, тогда 
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Доказательство:


Т.к. i-я строка 
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 - это сумма n строк, то определитель будет равен сумме n определителей. Возьмем j-е слагаемое и передвинем сначала i-ю строчку на 1-е место, затем j-й столбец на 1-е место, при этом определитель умножится на число 
[image: image62.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

-

-

-

×

-

j

i

:


[image: image63.wmf](
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Мы получили матрицу в которой в углу стоят нули, и, к тому же, определитель 
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 есть не что иное, как минор ij матрицы A. Поэтому исходный определитель равен:
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Следствие (фальшивое разложение): 
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Доказательство:


Заменим в определителе j-ю строку на i-ю: 
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Мы получим определитель равный нулю, разложим его по j​-й строке: 
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Хотя у нас матрица была изменена, алгебраические дополнения остались теми же самыми, т.к. алгебраические дополнения у элементов j-й строки от нее не зависят (потому что при подсчете минора мы ее вычеркиваем).


Введем матрицу 
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, т.е. она равна транспонированной матрице, составленной из алгебраических дополнений.

ТЕОРЕМА. 
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Доказательство:


В матрице 
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Определение: Пусть есть матрица A, тогда обратной к матрице A называется такая матрица, что 
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Утверждение: Если обратная матрица существует, то она единственна.

Доказательство:


Пусть матрицы B и C обратны к A, тогда:
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Определение: Матрица A называется невырожденной если 
[image: image79.wmf]0
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ТЕОРЕМА. Обратная матрица к A существует тогда и только тогда, когда A  невырожденна.

Доказательство:

1) Пусть обратная матрица существует, тогда 
[image: image80.wmf]0

1

1

1

1

¹

Þ

=

=

×

Þ

=

-

-

-

A

A

A

A

A

E

A

A

n

;

2) Пусть 
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Следствие: В матрице 
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ТЕОРЕМА. (Крамера) Если квадратную систему линейных уравнений записать в виде 
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, где A - матрица коэффициентов системы, x - столбец неизвестных, b - столбец свободных членов. Эта система определена тогда и только тогда, когда 
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. В этом случае 
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, где матрица
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 получается из матрицы A путем замены i-го столбца на столбец свободных членов b.

Доказательство:


Приведем матрицу A элементарными преобразованиями к ступенчатому виду.


Решение единственно тогда и только тогда, когда все переменные в получившейся матрице будут главными (система уравнений квадратна), а это равносильно тому, что полученная ступенчатая матрица будет единичной, что равносильно (по первой теореме) тому, что 
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Т.к. 
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 - это разложение определителя матрицы 
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 по i-му столбцу.


Для вычисления матрицы, обратной к A, надо решить уравнение 
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, если его решение существует, то тогда легко проверить, что XA тоже будет равняться единичной матрице, т.е. X - обратная матрица. Для решения этого уравнения запишем матрицы A и B вместе: 
[image: image99.wmf](

)

B

A

. Проведем над этой матрицей такие элементарные преобразования 
[image: image100.wmf]k

C

C

K

1

, чтобы матрица A стала единичной матрицей (если единичной матрицы не получится, тогда 
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 и тогда обратной матрицы не существует). Тогда эти же элементарные преобразования мы проделали над матрицей B, которая превратилась в матрицу X - нужную нам 
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Докажем то, что получится именно матрица X:

Мы провели преобразования 
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, т.е. наше уравнение превратилось в:
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, т.е. эти преобразования матрицу B действительно превращают в матрицу X.
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