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Определение. Векторным (линейным) пространством называется множество, элементы которого называются векторами, с двумя определенными на нем операциями: сложение векторов 
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 и умножение вектора на число 
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. При этом выполняются следующие свойства:
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Примеры векторных пространств: множество 
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; множество векторов (в обычном понимании); множество всех функции (операции сложения функции и умножения функции на число)…

Свойства векторного пространства:

1) 
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 единственен

2) по вектору x вектор -x определен однозначно
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Доказательство:

1) пусть существует несколько нулей (
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2) пусть существует несколько обратных элементов (y и z), тогда 
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, следовательно 
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Пусть есть векторы 
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 называется линейной комбинацией векторов 
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Определение. Пусть даны векторы 
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 из некоторого векторного пространства V. Линейной оболочкой 
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 этих векторов называется множество всех их линейных комбинаций 
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Определение. Система векторов 
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 называется линейно зависимой, если существуют 
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Упражнение. Доказать, что из того, что система векторов 
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 линейно независима, если из того, что 
[image: image36.wmf]0

1

1

=

a

+

+

a

n

n

x

x

K

, вытекает, что 
[image: image37.wmf]0

1

=

a

=

=

a

n

K

.

Утверждение. Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, если один из них суть линейная комбинация остальных.

Доказательство: 

Пусть 
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Пусть 
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. Коэффициент при 
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 равен -1, следовательно не все коэффициенты равны нулю, следовательно векторы линейно зависимы.

ТЕОРЕМА. Определитель матрицы равен нулю тогда и только тогда, когда его строки (столбцы) линейно зависимы.

Доказательство:


Пусть столбцы квадратной матрицы A линейно зависимы, тогда 
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Пусть 
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 по т. Крамера либо несовместна, либо неопределенна. Т.к. эта система однородна, то у нее есть хотя бы одно решение (нулевое), поэтому она не может быть несовместной. Следовательно, она неопределенна, но тогда у нее есть еще хотя бы одно решение 
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ТЕОРЕМА (основная лемма о линейной зависимости). Пусть 
[image: image55.wmf]n

a

a

,

,

1

K

 и 
[image: image56.wmf]m

b

b

,

,

1

K

 - две системы векторов из одного векторного пространства и любой вектор a является линейной комбинацией векторов b, т.е. 
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Доказательство:


Пусть 
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Рассмотрим сумму:
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, следовательно система векторов 
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Следствие. Пусть 
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Следствие. Пусть 
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Определение. Система векторов 
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Размерностью векторного пространства 
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 называется число векторов в базисе этого пространства.

ТЕОРЕМА. Пусть V - векторное пространство конечной размерности, тогда любую линейно независимую систему векторов из этого пространства можно добавить до базиса.
Доказательство:


Пусть 
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1) если она получилась независимой, то положим 
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2) если она получилась зависимой, то пропустим вектор 
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Далее берем следующий вектор 
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В итоге получаем систему независимых векторов 
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Возьмем произвольный 
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Пусть в одном векторном пространстве заданы два базиса 
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Матрица 
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 называется матрицей перехода от базиса 
[image: image109.wmf]e

 к базису 
[image: image110.wmf]e

¢

.


Матрица 
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 называется матрицей перехода от базиса 
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Тогда эти два базиса связаны соотношениями 
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Пусть e - базис V и 
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ТЕОРЕМА. Координаты любого вектора в любом базисе определены однозначно.

Доказательство:


Пусть 
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Т.к. 
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, т.е. матрица Z нулевая. Следовательно матрица перехода всегда невырожденная, т.е. к ней всегда существует обратная матрица.


Упражнение. Пусть e - базис и C - произвольная невырожденная матрица, пусть 
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