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Будьте внимательны! В этой лекции для обозначения множества вещественных чисел и колец используется одна и та же буква (R), НЕ ПЕРЕПУТАЙТЕ.

Упражнение. Пусть 
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 задает на комплексной плоскости либо окружность, либо прямую. И наоборот, любая прямая и окружность задается множеством такого вида.

Определение. Кольцом R называется абелевая группа по сложению с определенной на ней операцией умножения, т.ч. выполняется закон дистрибутивности, а именно :
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Определение. Кольцо R называется ассоциативным, если определенная на нем операция умножения ассоциативна, т.е. 
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. Кольцо R называется коммутативным, если определенная на нем операция умножения коммутативна, т.е. 
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Элемент 
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Упражнение. Доказать, что в кольце 
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Упражнение. В любом кольце единичный элемент, если он существует, определен однозначно.


Утверждение. Пусть дано кольцо R, тогда 
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, где 0 – это единичный элемент по операции сложения.

Доказательство.
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Второй пункт доказывается аналогично.


Важным объектом теории колец являются кольца вычетов.


Пусть 
[image: image20.wmf]{

}

]

1

[

,

],

1

[

],

0

[

,

2

-

=

³

n

Z

n

n

K

, определим операции сложения и умножения:
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[image: image24.wmf]ij

 на n.

ТЕОРЕМА. 
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 - коммутативное ассоциативное кольцо с единичным элементом 
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Доказательство.


1) коммутативность 
[image: image27.wmf]]

][

[

]

][

[

i

j

j

i

=



[image: image28.wmf]]

[

]

][

[

k

j

i

=

, где k – остаток от деления числа 
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2) ассоциативность 
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Пусть 
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Пусть 
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3) дистрибутивность (условие того, что 
[image: image42.wmf]n

Z

 - кольцо) 
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, т.к. умножение коммутативно, то достаточно проверять дистрибутивность только с одной стороны.

Пусть 
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Пусть 
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4) 
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 будет единичным элементом просто по определению операции умножения.


Определение. Пусть R – ассоциативное кольцо. Элемент 
[image: image53.wmf]0

,

¹

Î

a

R

a

 называется левым (правым) делителем нуля, если 
[image: image54.wmf]0

,

¹

Î

$

b

R

b

, т.ч. 
[image: image55.wmf])

0

(

0

=

=

ba

ab

.

ТЕОРЕМА. Пусть
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Доказательство.


Пусть 
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Пусть 
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Упражнение. Функция 
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Определение. Пусть R – ассоциативное кольцо с единичным элементом 1. Элемент 
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ТЕОРЕМА. Пусть R – ассоциативное кольцо с единичным элементом 1. Тогда множество 
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 - множество всех обратимых элементов является группой относительно операции умножения.

Доказательство.


Пусть 
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 обратим, следовательно 
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Умножение ассоциативно, т.к. R – ассоциативное кольцо.
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Пример:

Если 
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Утверждение. Если a – обратимый элемент кольца с единичным элементом, то a не делитель нуля.

Доказательство.


Пусть 
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ТЕОРЕМА. Элемент 
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Пусть 
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Пусть 
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Пусть 
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Функция Эйлера 
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Упражнение. Пусть 
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Определение. Полем называется коммутативное, ассоциативное кольцо с единичным элементом, в котором каждый ненулевой элемент обратим.


Если F – это поле, то 
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Упражнение. Показать, что поле не содержит делителей нуля.


Примеры:
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Следствие (из теоремы). 
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Доказательство.


Если p – составное, тогда 
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Пусть p – простое. Возьмем любой элемент 
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Определение. Характеристикой поля k (
[image: image127.wmf]chark

) называется наименьшее натуральное число p, т.ч. сумма p единиц равна нулю, т.е. 
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ТЕОРЕМА. Характеристика любого поля равна либо 0, либо простому числу.

Доказательство.


Нулю характеристика может равняться.


Пусть она не равна нулю, т.е. 
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 - ненулевые элементы поля, являющиеся делителями нуля, пришли к противоречию.


Замечание. Любое поле содержит в себе либо поле рациональных чисел, либо поле вычетов. А именно, если 
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